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1

検出限界と定量下限、信頼性に関わる用語

1.　それぞれの用語の定義と使い分け 
2.　検出限界の求め方 
3.　定量下限の求め方 
4.　信頼性に関わる用語 

–分野により異なる用語の実態

!"#$%&'()%!*+"



 １．検出限界、定量下限および感度の定義 

検出限界（検出下限）(limit of detection, LOD, limit 
of identification) とは検出できる最小量（値） 
定量下限（定量限界とはいわない）(minimum limit of 
determination)とは、ある分析方法で目的物質の定量が可
能な最小量（値）又は濃度 
                  検出限界 ≪ 定量下限 
感度(sensitivity)とは、 
ⓐ検出下限で表した分析方法あるいは機器の性能  
ⓑ検量線の傾きで表した分析方法の性能（ ある量を検出するときに
検出定量できる被測定量の変化の最小量（値）） 
JIS K 0211:2013「分析化学用語（基礎部門）」

2



検出限界：検出可能な最小量 
検出可能な最小量； 
ブランク（測定対象成分を含まない試料）と有意に区別
できる信号を与える最小量 
ブランクと有意に区別できる信号； 
ブランクの平均値とばらつき度合（分布）から決定

3

検出限界値を求めるためには、ブランク試料での平均値
とその分布に関する特性値（標準偏差など）が必要
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正規分布の特性 

母集団の 
(i)約68%は平均±1σ以内に
ある 

(ii)約95%は平均±2σ以内
にある 

(iii)約99.7%は平均±3σ以
内にある

実測値は分布（ばらつき）を有する
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! 

" =
# | xi $ x |

n

標準偏差；ｎが大きくない（例えばｎ<10）とき、 
　　　　　不偏平均二乗偏差（不偏分散）の平方根とする 
　　　　　のが一般的

平均偏差；ｎが大きくない（例えばｎ<10）ときは、 
　　　　　偏差の絶対値の相加平均も用いられる
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!

!

2．�検出限界の求め方
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XB; ブランク値の平均、 XD; 検出限界

純度の保証限界(確認限界）

臨界値



検出限界に関わる用語
•検出限界（Limit of detection) 1   3．29σ������ 
α＝β＝0.05 

•検出限界（Limit of detection) 2   3σ����     � 
�α＝0.0014, β＝0.50 (α＝β＝0.067) 

•確認限界（Limit of decision)    1.645σ����� 
�α＝0.05, β＝0.50 (α＝β＝0.206) 

•純度の保証限界（確認限界）  
(Limit of guarantee of purity)        6σ                           
�α＝β＝0.0014

8
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! 

= 3"#B "
C

X S $ X B
（検出限界値）

3σＢ

XS；測定元素の発光強度の平均値　 XB ；バックグラウンドの発光強度の平均値
Ｃ ；測定元素の濃度　　σＢ；バックグラウンドの標準偏差で、10回程度測定を繰
返して統計的に求める。



ICP発光分析に
おける分析線
と検出限界（一
部）

日本分析化学会編：分析化学データブック、改訂5版、2004（丸善） 10



11

原子吸光分析
における分析
線と検出限界
（一部）

日本分析化学会編：分析化学データブック、改訂5版、2004（丸善）
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フレーム原子吸光
分析における感度
と検出限界(2) 

（感度の値が記載
されている）
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ICP質量分析における測定質量数と検出限界（一部）

日本分析化学会編：分析化学データブック、改訂5版、2004（丸善）
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各種分析法による
検出限界の比較
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3．定量下限の求め方 
必要とされる精度（ここではRSD）に依存

図８　相対標準偏差(RSD)と濃度の関係

LOD（検出限界）= 0.0009 μgcm-3

(Zn II 202.55 nm, 2!Bでの値）

濃度　　相対標準偏差(%)   !Bのx倍 
0.0009          ～50���  　　2
0.0045          ～8              10

0.009             3～4           20

定量下限を一義的に10σB

の信号を与える濃度として
定義することは正しくない
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RSD net (%)

100

10

1 

ICP発光分析における実測値のRSDの濃度依存性 
Ni(II 231 nm)の正味信号強度



検出限界や定量下限付近の分析値の考え方

����� 

��事象������������������������������������������意味                      

���検出限界(LOD)未満      ��������検出せず 

���検出限界以上定量下限（LOQ)未満����������� 

�検出された 

���定量下限以上����������������������������定量された����

17



検出限界や定量下限付近の分析値の記載法�

1）検出限界(LOD)をブランク値の3σ相当濃度として簡単のために3とする。それ
に対して測定結果が2であった場合、������ 

��記載方法����������������������������������記載例                        

���検出限界(LOD)未満                <3 

���検出せず（LOD値を記載）  検出せず(LOD=3) 

������2）定量下限(LOQ)をブランク値の10σ相当濃度として簡単のために10と
する。それに対して測定結果が6であった場合、 

��記載方法�������������������������������  ���記載例������������������������������������               

�����検出限界以上で定量下限未満  >3であり<10 

�����検出限界値と定量下限値の間  3から10 

 �概ね6(定量下限値を記載)  �����概ね6（LOQ=10） 

 �検出された(LODとLOQを記載）�����検出された（LOD=3であり、LOQ=10）

18
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画像における検出の有効性をどう評価するか
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伊達、上本、貝原、田治：理研報告（1990）より
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伊達、上本、貝原、田治：理研報告（1990）より

512 x 512 pixel, 8ビットカラーで画像取得
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４．信頼性に関わる用語 
不確かさ(uncertainty)；測定結果に対する信頼度に関した、
統一的な計測の信頼性表現として、ISOを含む複数の国際機関
が連携して提案した用語 

不確かさの定義 

「測定量の真の値が存在する範囲を示す推定値」 
　JIS Z 8103「計測用語」(旧規格、1990) 
VIM（International vocabulary of basic and general terms in 
metrology-国際計量基本用語集）第１版　に準拠 
「測定の結果に付記される、合理的に測定量に結び付けられ
得る値のばらつきを特徴づけるパラメーター」 
   JIS Z 8103「計測用語」(2000改訂) 
VIM第２版およびGUM（Guide to the expression of uncertainty in 
measurement-計測における不確かさの表現ガイド）第１版(1993)に準拠



信頼性の定義 

「精度又は正確さの期待できる程度」 
　JIS K　0211「分析化学用語(基礎部門）」 
　　　　　　　　(旧規格、1987) 

「機器、方法又はそれらの要素が、規定の条件の範囲内にお
いて規定の機能と性能を保持する性質又は度合い」 
   JIS K　0211「分析化学用語(基礎部門）」 
　　　　　　　　(2013改訂) 
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データの分布状況と 
信頼性

True and
precise

Precise, but
not true

Neither precise
nor true
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[ばらつき]

intermediate precision reproducibility

化学計測領域における信頼性用語�



基礎科学分野のJIS規格で規定される信頼性に関わる用語（1） 

27

分野 JIS規格 対応ISO規格 accuracy trueness precision

化学計測 Z 8402-1: 1999 5725-1:1994 精確さ 真度 精度
正確さ

K 0211: 2013 − 精確さ 真度 精度
（正確さ） （ー） （精度）

物理計測 Z 8103: 2000 − 精度 正確さ 精密さ
精密度

数理統計 Z 8101-2 :1999 3435-2:1993 精確さ 真度 精度
総合精度 正確さ 精密度

精確さ
適合性評価 Q 0033:2002 Guide 33: 2000 精確さ 真度 精度

精度 正確さ 精密さ

分野 JIS規格 対応ISO規格 accuracy trueness precision

化学計測 Z 8402-1: 1999 5725-1:1994 精確さ 真度 精度
正確さ

K 0211: 2013 − 精確さ 真度 精度

物理計測 Z 8103: 2000 − 精度 正確さ 精密さ
精密度

数理統計 Z 8101-2 :1999 3435-2:1993 精確さ 真度 精度
総合精度 正確さ 精密度

精確さ
適合性評価 Q 0033:2002 Guide 33: 2000 精確さ 真度 精度

精度 正確さ 精密さ
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基礎科学分野のJIS規格で規定される信頼性に関わる用語（2） 

分野 JIS規格 対応ISO規格 repeatability reproducibility

化学計測 Z 8402-1: 1999 5725-1:1994 併行精度 (室間）再現精度

繰返し精度

K 0211: 2013 − 繰返し性 再現性

物理計測 Z 8103: 2000 − 繰返し性 再現性

数理統計 Z 8101-2 :1999 3435-2:1993 併行精度 (室間）再現精度
繰返し精度 再現性

繰返し性

適合性評価 Q 0033:2002 Guide 33: 2000 併行精度 (室間）再現精度

繰返し性 再現性
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規格 用語 対応英語 定義（一部抜粋）

C 1002: 1975 確度 accuracy

（電子計測器 limit of error

用語） 繰り返し性 repeatability

再設定性 resettability

安定性 stability

１　規定された時間、機器がその指示値、表示値、又は供給値を
維持する能力。ただし、すべての状態を一定に保つ。
２　指定された一つの外部影響量のの変化に対して、機器がその
指示値、表示値、又は供給値を維持する能力。ただし、他の状態を
標準状態に保つ。

測定値 measured value

指示値 indicated value

表示値 indicated value

供給値 supplied value

規定された状態において動作する機器の測定値又は供給値に対し、
製造業者が明示した誤差の限界値。

同一の方法で同一の測定対象を、同じ条件で比較的短い時間に
繰り返し測定した場合の、個々の測定値が一致する度合。

供給量の設定において、同じ条件で比較的短い時間に、繰り返し
同じ設定値を与えた場合の個々の供給値が一致する度合。

電子工業分野のJIS規格で規定される信頼性に関わる用語（1） 
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電子工業分野のJIS規格で規定される信頼性に関わる用語（2） 

規格 対応国際規格 用語 対応英語
B 0155: 1997 IEC　902: 1987 正確さ accuracy
（工業プロセス計測

制御用語及び定義）

組合せ精度

総合精度 system accuracy
精度定格 accuracy rating
一致性 conformity

独立一致性

independent

conformity

ヒステリシス hysteresis
不感帯 dead band
ドリフト drift

繰返し性誤差 repeatability error
再現性誤差 reproducibility error
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ドリフト drift

PARD

periodic and/or
random
deviation

ハム hum

リプル ripple

雑音 noise

１　広い周波数範囲にわたり、ランダムに生じる好ましく

ない変化
２　信号に重畳し（かさなり）、あいまいにする妨害。

揺らぎ fluctuation

JIS C1002における、規定された時間中の機器の指示
値、表示値若しくは供給値の変化度合

精度(precision)と対応をつけるべき語である！
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信頼性に関わる用語が規定されているJIS

＜基礎科学分野＞ 
化学計測；K 0211:2013　分析化学用語（基礎部門）, 
　Z 8402-1 :1999 　測定方法及び測定結果の精確さ（真度及び
精度）-第１部：一般的な原理及び定義 
物理計測；Z 8103 : 2000　計測用語 
数理統計； Z 8101-2 :1999　統計-用語と記号-第２部：統計
的品質管理用語 
適合性評価；Q0033:2002　認証標準物質の使い方　 

 ＜応用分野＞ 
電子工業；C1002: 1975　電子計測器用語 
工業プロセス；B0155:1997　工業プロセス計測制御用語及び定
義



0011 0010 1010 1101 0001 0100 1011• 分析をはじめ、あらゆる計測の際は、測定値の
信頼性をいつも意識する。 

• 検出限界と定量下限は、測定者が分析の目的
を考えて実験的かつ合理的に決める。 

• 信頼性用語を使う際は、分野と根拠規格を明
示した方が賢明である。 

• 測定値を元に分析値を提示するのは分析者の
責任である。
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おわりに
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michihisa.uemoto@meisei-u.ac.jp
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最小二乗法と検量線

大阪大学 大学院理学研究科
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最小二乗法に必要な基礎知識
偶然誤差、正規分布、残差、残差の二乗和、 2

線形最小二乗法（重みなし）

逆推定の誤差

当てはまりの良さ、モデルのもっともらしさ

線形最小二乗法（重み付き）

内容

2



回帰分析でよくある例

エクセルでグラフを描き，近似直線を表示，

パラメタをコピーするが，

× 桁が異常に多い
y = 3.5289x + 4.9588

△ なんとなく二桁に丸める
y = 3.5x + 5.0

○ 最小二乗法でパラメタの誤差まで検討
a=3.5±0.4, b=5±2 (y = ax + b)

◎ モデルのもっともらしさを検証

AICcの値より、y=axでもy=ax2+bx+cでもなく、
y=ax+bが最ももっともらしいモデル

モデル AICc
y=ax 60.1
y=ax+b 59.5
y=ax2+bx+c 65.0

y = 3.5289x + 4.9588

0
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50

0 2 4 6 8 10

y

x
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最小二乗法とは？
実験データ （e.g.{(x1, y1 xn, yn)}） に
モデル関数 （e.g. y=ax+b） をフィットさせて

パラメタ （e.g. a,b） の最良推定値を決定する方法

何が二乗？
残差（ i = yi axi+b)）が二乗

何が最小？
残差の二乗和（ i

2）が最小

なぜ？
その実験データが測定される確率が最も高いモデルなので

最尤原理「手元に得られた標本は、最も得やすい標本である」

最小二乗法とは？

0

10

20

30

40

50

0 2 4 6 8 10

y

x

実験データ

モデル関数
(y=ax+b)

パラメタ
a=3.5±0.4
b=5±2
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本講習

本講習：主に、y=ax+bによる線形最小二乗法・重みなしをやります
最小二乗法の基礎中の基礎。基礎ができれば応用もできる

エクセルに関数あり（LINEST）。しかし、自分で一度は手計算しよう

線形or非線形
線形とはパラメタの線形結合という意味。y=ax+bの１次関数の線形ではない。
線形 の例：y=ax+b, y=ax2+bx+c, y=acosx+bsinx
非線形の例：y=aexp(-bx)+c, y=asin(bx+c)

重みなしor重み付き
重みなし：データのばらつき具合がデータによらず一定

重み付き：データのばらつき具合がデータに依存し、“重み”がかかる

5
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0
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x

y

残差 i
残差 i

測定値yiのモデル関数f xi)からのずれ

e.g. f xi)= axi+b

最小二乗法における仮定
各データ測定は独立試行であり、

各データの残差はそれぞれ独立

残差は偶然誤差からなる

（系統誤差を含まない）

残差の母集団は正規分布をなす

0 1 2 3 4 5 6
0.4

0.2

0.0

0.2

0.4

x

測定値

モデル関数

残差
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ランダム誤差の評価：正規分布

ランダム誤差が正規分布で表わされると仮定

平均
分散
標準偏差

7



手元の測定値が得られる確率 P( i)

測定の分散を yi
2とすると、測定値の残差が iになる確率P( i)は、

P( 1)
P( 2)

P( 3)
P( 4)

P( 5)

2

2

2
exp1)(

yi

i

yi
iP
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手元の測定データが得られる確率 Ptotal

測定データの組{(x1, y1 xn, yn)}が測定される確率Ptotalは
P( i)の積

これが最大になるようなパラメタ値が、最ももっともらしい（最尤）

分散で規格化された残差二乗和

= 標準正規変数の二乗和
9



正規方程式（重みなし）

最尤 Ptotal最大
2最小

2最小のときの{a,b}を求める（ここでは重みなし yi = yを仮定）

この{a,b}の二元連立一次方程式を解いて{a,b}の最良推定値を求める

2を最小にするm元連立一次方程式を正規方程式という。
（パラメタの個数mが多い場合、手計算は大変。行列をつかう。） 10



パラメタの最良推定値

正規方程式を解くと

（ を と略記している）

これが{a,b}の最良推定値であり、ここから{a,b}の値をどのようにずら
しても残差の二乗和（RSS）は上昇する。

N

i
ix

1
x
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パラメタの誤差の推定

yの母標準偏差 yの最良推定値

測定値yの不偏標準偏差

傾きaと切片bの不偏標準偏差 傾きと切片の信頼区間

bbaa ubua )(,)(
⇒自由度N 2のt分布に従う

12
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13

例題 線形最小二乗法・重み無し

xi yi

0.00 1.64 
2.00 5.67 
4.00 7.50 
6.00 9.47 
8.00 10.26 
10.00 13.58 

ある信号の強度yと試料濃度xの関係を調べると、下表の結果が得ら
れた。測定値に直線を当てはめて傾きと切片を見積もる。

0

4

8

12

16

0 5 10

y

x
エクセル関数を使わずに最小二乗法を行ってみましょう



例題 線形最小二乗法・重み無し パラメタ算出

xi yi xi
2 xiyi

0.00 1.64 0.00 0.00 
2.00 5.67 4.00 11.34 
4.00 7.50 16.00 30.00 
6.00 9.47 36.00 56.82 
8.00 10.26 64.00 82.08 
10.00 13.58 100.00 135.80 
30.00 48.12 220.00 316.04 

1. 測定データから x, y, x2, xyを計算

2. 正規方程式の解に代入してa, bを計算

00.420)00.30(00.2206 2

078.1
00.420

12.4800.3004.3166a

631.2
00.420

04.31600.3012.4800.220b

0

4

8

12

16

0 5 10

y

x

y = 1.078x + 2.631 

パラメタの有効数字は？
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例題 線形最小二乗法・重み無し パラメタの誤差

xi yi axi + b i
2

0.00 1.64 2.632 0.980 
2.00 5.67 4.787 0.779 
4.00 7.50 6.943 0.310 
6.00 9.47 9.098 0.138 
8.00 10.26 11.254 0.988 
10.00 13.58 13.409 0.029 
30.00 48.12 3.228 

３. a, bからRSS（ 2 = {y (ax+b)}2）を計算

４. yの不偏標準偏差uyを計算

8984.0
26

228.3
yu

信頼度 = 95%とすると，
30.01071.0776.2%95,4 auta

５.uyからuaとubを計算

1077.0
420
68983.0au

6502.0
420
2208983.0bu

誤差を一桁で丸めて
y = (1.1 0.3)x + (3 2)

６.それぞれの信頼区間を計算

8.16484.0776.2%95,4 butb

15



ExcelのLINEST関数（配列関数）

y = ax+b ([定数]がTRUE)またはy = ax ([定数]がFALSE)をモデル関
数として線形最小二乗法フィッティング（重みなし）を行う関数，

LINEST(yのデータ,xのデータ,TRUE,TRUE)

適当なセルに数式を入力

数式を左上として3行2列の出力範囲を選択
F2を押してからShift+Ctl+Enter

2.5208 -0.00164 
0.011391 0.00279 
0.999939 0.003602 

a b
ua ub
R2 uy

LINEST(データy,データx, [定数], [補正])

x y
0.000 0.0000 
0.100 0.2517 
0.200 0.4970 
0.300 0.7553 
0.400 1.0086 

=

[補正]がTRUEの場合に表示される

16



回帰直線の誤差を図示（誤り）

y = (1.1 0.3)x + (3 2)

0

4

8

12

16

0 5 10

y

x

b
a

切片を中心に傾きを変化させてみる

17



回帰直線の誤差を図示（正解）

正規方程式（bで偏微分した方）から

xay
N

x
a

N
y

b i ii i

bの代わりにyiの平均値 を使う

baxy

の不偏標準偏差

傾き回転の中心はxの平均値

0

4

8

12

16

0 5 10

y

x

最良推定値
傾きの誤差（95%）
y平均値の誤差（95%）
測定値

の信頼区間

18



回帰直線の信頼区間

任意のx0におけるyの値（y0）と、その信頼区間を推定する

y0の最良推定値

y0 = ax0 + b = a(x0 - ) + 

y0の誤差（aと の信頼度は揃える）

y0の信頼区間は

N
xxNy

y
y
ya

a
yy

1)( 2
0

2
2

02
2

0
0

ax0 + b y0

0

4

8

12

16

0 2 4 6 8 10

y 0

x0

測定値

最良推定値

信頼区間(95%)

誤差が最小
（ ）
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逆推定

信号の測定値ysから未知試料の濃度xsを推定（検量線法）

x
a

yy
a

byx ss
s

検量線と試料の測定誤差が等しいとみなせる場合

濃度の最良推定値 誤差（ ysと yの信頼度は揃える）

2
2

2

2
2

2 111 yN
a

yy
Na

y
a

x s
ss

最小二乗法で得た検量線: y = ax + b = a(x ) + 
（y: 信号測定値、x: 濃度）

N
a

yy
NMa

yx s
s 2

2)(11 (Mは未知試料の測定回数）
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2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4

0 5 10 15

x s
(9

5%
)

ys

逆推定の誤差

信号の大きさにより誤差が異なる

未知試料測定回数M = 1回
ys

2 = y
2の場合

0

4

8

12

16

20

0 5 10

y

x

最良推定値

95%信頼区間

検量線 誤差

検量線の範囲
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相関係数

r>0
正の相関

r<0
負の相関

r~0
相関なし

r>0 r~0
系統誤差はrの値には見えてこないので注意

データの
かたまり

相関係数r xとyの間の（線形）相関の指標 ( r

22



相関係数

傾きによらない

データがばらつくほど0に近い

非線形相関の評価には使えない

(Wikipedia)

23



決定係数

-10

0

10

20

30

40

-6 -3 0 3 6

y

x

f(x)決定係数R2

R2が1に近いほど、データとモデル関数が良く合っている

y=ax+bによる最小二乗法のときは、相関係数rの二乗に等しい R2 = r2

モデルの尤もらしさについては評価できない（パラメタが増えればR2は1に近づく）

相関係数rと同様、系統誤差はR2の値に見えてこない。

図で誤差のばらつきを確認するべき。

②残差二乗和（RSS）

①yiの平均まわりの二乗和

①

②

24



モデルのもっともらしさ（１）

フィッティングの合う・合わないのひとつの指標は、残差二乗和（RSS）

だが、パラメタが多いとRSSが下がるのは当たり前
e.g. n個のデータをn-1次式でフィットするとRSS=0

RSSはモデルの尤度（もっともらしさ）の基準にならない

赤池の情報量基準AICc （A Information Criterion, corrected）
モデル尤度の基準のひとつ

（線形最小二乗法・重みなしのとき, n:データ数、k:パラメタ数）

AICcが低いほどもっともらしいモデル
25



0 2 4 6 8 10
0

5

10

15

20

x

y

0 2 4 6 8 10
0

5

10

15

20

x

y

0 2 4 6 8 10
0

5

10

15

20

x
y

0 2 4 6 8 10
0

5

10

15

20

x

y

0 2 4 6 8 10
0

5

10

15

20

x

y

モデルのもっともらしさ（２）

同一データを次数の異なる多項式でフィッティング

1次 2次 3次 4次

0 1 2 3 4 5
0
5
10
15
20
25
30

N

A
IC
c o
r5
ln
RS
S

0次

・RSSは次数を上げるほど小さい
パラメタが増えるので当たり前

・AICcは二次式（N=2）で最小
このデータでは二次式モデルが
最も尤もらしい（統計学的には）
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0

5

10

15

20

25

0 1 2 3 4 5 6

y

x

データ間で母分散が異なる場合

母分散が異なる ⇒ RSSへの寄与が異なる

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

0 1 2 3 4 5 6

真
の
直
線
か
ら
の
偏
差

x

重みなし最小二乗法の前提：測定値の母分散は等しい（ yi
2 = y

2）

i i
y

i
yi

i 2
22

2
2 1

RSS

真の直線
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分散の規格化＝重み付け

0

5

10

15

20

25

0 1 2 3 4 5 6

y

x

真の直線

重み付き

重みなし

重み付きRSS

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

0 1 2 3 4 5 6

真
の
直
線
か
ら
の
偏
差
（
重
み
付
き
）

x

wi = 1/ yi
2とすることが多い
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重み付けが必要な例

測定回数が異なる平均値

yiはni回の測定の平均値

⇒ yi
2 = 2 / ni

測定値がポアソン分布に従う

度数計測（蛍光計測, MSなど）
⇒ yi

2 yi

測定機器が異なる 測定レンジ（感度）が異なる

あるデータはノギスで測定

電流の大きさによって
測定レンジを変更

あるデータはマイクロメータで測定

重み：wi = ni 重み：wi = yi

29



データ処理による分散の変化

重み付けが必要な例

0 5 100

40

80

0 1 20.00

0.05

0.10

誤差伝播
2

4
2

2
2

1
11

yyy yy
y

yのばらつきが均一だとしても 1/yのばらつきは不均一

例：測定値の逆数をプロットする場合
(ミカエリス・メンテン式 ラインウィーバー・バークのプロット)

重み：wi = yi
4
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重み付き線形最小二乗法

w 2が最小になるようなパラメタaとbを求めれば良い

2
0

2
1 i

yi

w
で重みを定義 ( 0

2: 規格化後の分散)
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線形最小二乗法の誤差（重み付き）

重み付き測定値yの不偏標準偏差u0

⇒規格化後の母標準偏差 0の最良推定値

傾きと切片の信頼区間傾きと切片の不偏標準偏差

yの誤差伝播から導出
bbaa ubua )(,)(

⇒自由度N 2のt分布に従う

32



例題 重み付き最小二乗法

下図のデータにモデル関数y =ax+bをあてはめて、パラメタa, bの最良推定値とその
95%信頼区間を求めよ。
これらのデータは繰り返し測定の平均値である。一回測定の精度は各データで同じ
であるが、測定回数niが異なる。

xi yi ni
1 1 10
2 3 10
3 5 10
4 6 10
5 6 2

0

1

2

3

4

5

6

7

8

0 1 2 3 4 5 6

y

x
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例題 重み付き最小二乗法解説

xi yi wi = ni wixi wiyi wixi
2 wixiyi

1 1 10 10 10 10 10
2 3 10 20 30 40 60
3 5 10 30 50 90 150
4 6 10 40 60 160 240
5 6 2 10 12 50 60

42 110 162 350 520

1.重みを決める。wi = niとする。（ yiが既知なら1/ yi
2）

2.測定データから w, wx, wy, wx2, wxyを計算

3. 正規方程式の解(重み付き)に代入してa, bを計算

2600)110(35042 2
w

1.55
2600

16211052042a

192.0
2600

520110162350b
34



xi yi wi = ni axi+b wi i
2

1 1 10 1.35 1.25 
2 3 10 2.90 0.10 
3 5 10 4.45 3.07 
4 6 10 5.99 0.00 
5 6 2 7.54 4.73 

42 9.15 

例題 重み付き最小二乗法解説

4. a, bから重み付きRSS（ w 2 ）を計算

5. 規格化後の測定値の不偏標準偏差u0
を計算

75.1
25

15.9
0u

6. u0からua, ubを計算

222.0
2600
4275.1au

641.0
2600
35075.1bu

7. それぞれの信頼区間を計算
信頼度 = 95%とすると，

62.0%95,3 auta
78.1%95,3 butb

y = (1.6 0.6)x + (0 2)

0

1

2

3

4

5

6

7

8

0 1 2 3 4 5 6

y

x

重み付き

重み無し

35重み無し：y = (1.3 0.8)x + (0 2)



最小二乗法に関する参考書

「実験データを正しく扱うために」 前田・山本・加納
われらが「緑本」。重み付き線形最小二乗法に詳しい

「誤差解析入門」 Taylor
オススメ。最低限がすべて書かれている
8章を勉強すれば初級は卒業

「最小二乗法の理論と応用」 田島・小牧
最小二乗法を網羅した分厚い本。三章までの基礎も勉強になる。

「最小二乗法による実験データ解析」 中川・小柳
上級。非線形最小二乗法やAIC、ロバスト推定まで

「Model Selection and Multimodel Inference」 Burnham ・Anderson
AICにとても詳しい。AICcも。

「分析・測定データの統計処理ー分析化学データの扱い方」 田中
回帰直線の誤差や逆推定について平易に解説
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例題 吸光光度法の検量線

化合物Sの520 nmにおけるモル吸光係数を調べるために，
様々な濃度(c) の溶液を調製して，光路長 1 cmのセルで吸光
度(A)を測定した．以下の測定結果に基づき、モル吸光係数を
決定せよ．

c / mmol dm A / -
0.000 0.0000 
0.100 0.2517 
0.200 0.4970 
0.300 0.7553 
0.400 1.0086 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

A

c / mmol dm-3
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例題 吸光光度法の検量線 解説

c / mM
xi

A / -
yi xi

2 xiyi

0.000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.100 0.2517 0.0100 0.0252 
0.200 0.4970 0.0400 0.0994 
0.300 0.7553 0.0900 0.227 
0.400 1.0086 0.160 0.403 
1.000 2.5126 0.3000 0.755 

1. 測定データから x, y, x2, xyを計算

2. 正規方程式の解に代入してa, bを計算
622 dm mmol 500.0)000.1(3000.05 -

31dmmmol 525.2
500.0

5126.2000.1755.05a

002440.0
500.0

755.0000.15126.2300.0b

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
A

C / mmol dm-3

A = 2.525c 0.002440
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例題 吸光光度法の検量線 解説

c /mM
xi

A
yi axi+b i

2 / 10-6

0.000 0.0000 -0.002 2.690 
0.100 0.2517 0.2501 1.588 
0.200 0.4970 0.5022 30.05 
0.300 0.7553 0.7543 0.490 
0.400 1.0086 1.0064 3.686 
1.000 2.5126 38.92

3. a, bからRSS（ 2 ）を計算

4. 測定値の標準偏差uyを計算

3
6

10602.3
25
1092.38

yu

信頼度 = 95%とすると，

5. uyからua, ubを計算

123 mM 1013.1
500.0
510602.3au

33 1079.2
500.0
300.010602.3bu

A = (2.52 0.04)c 0.002 0.009)

モル吸光係数は

(2.52 0.04) 104 M-1 cm-1

6. それぞれの信頼区間を計算

12
%95,3 mM 106.3 -

auta
3

%95,3 109.8butb
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0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

A

c / mmol dm-3

例題 逆推定

化合物S溶液（濃度未知）の520nm
における吸光度を1回測定したとこ
ろ、0.600であった（1cmセル中）。

問2-1で得た濃度と吸光度の関係を
検量線として、この溶液中の化合物
Sの濃度を求めよ。

なお、この溶液の組成は、検量線用
の標準溶液と化合物Sの濃度以外
同じである。

A = (2.52 0.04)c 0.002 0.009)

40



例題 逆推定 解説

mM 1002.5
500.0
5

525.2
)502.0600.0(

5
1

1
1

525.2
1015.1

)(11

3
2

22

2

2 N
a

yy
NMa

yx s
s

未知試料と標準溶液の測定誤差は一定
吸光度の測定は1回

21015.1yM = 1, N = 5, = 0.502, (信頼度95%)

mM 2386.0
525.2

)002440.0(6000.0
a

byx s
s

化合物Sの濃度

誤差

答 (2.39 0.05) 10 4 mol dm 3 41
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1

不確かさの概念と無機分析における見積もり例

1. 　不確かさと誤差の違い 
2. 　不確かさの考え方 
3. 　無機分析における見積もり例 
‒ 　ICP発光分析法による定量分析の場合

!"#$%&'()%!*+"



2

２．不確かさとは 
不確かさ(uncertainty)；測定結果に対する信頼度に関した、
統一的な計測の信頼性表現として、ISOを含む複数の国際機関
が連携して提案した用語 

不確かさの定義 

「測定量の真の値が存在する範囲を示す推定値」 
　JIS Z 8103「計測用語」(旧規格、1990) 
VIM（International vocabulary of basic and general terms in 
metrology-国際計量基本用語集）第１版　に準拠 
「測定の結果に付記される、合理的に測定量に結び付けられ
得る値のばらつきを特徴づけるパラメーター」 
   JIS Z 8103「計測用語」(2000改訂) 
VIM第２版およびGUM（Guide to the expression of uncertainty in 
measurement-計測における不確かさの表現ガイド）第１版(1993)に準拠



信頼性の定義 

「精度又は正確さの期待できる程度」 
　JIS K　0211「分析化学用語(基礎部門）」 
　　　　　　　　(旧規格、1987) 

「機器、方法又はそれらの要素が、規定の条件の範囲内にお
いて規定の機能と性能を保持する性質又は度合い」 
   JIS K　0211「分析化学用語(基礎部門）」 
　　　　　　　　(2013改訂) 

3



4

★不確かさの内容を調べて評価すると、一例として以下のようなことがわかる。 
１）分析技術者の熟練度 
２）装置、器具の適否 
３）分析法の適否 
４）試薬、純水の純度などの適否 
５）分析室を取り巻く環境の適否 
★各誤差要因の標準不確かさを求めて、次式により合成して、合成標準不確かさを算
出する。

Ciは感度係数で、xiの関数yの偏微分として表されるが、実験的にも直接求められ
る。

u(y(x1,x2,....))= ci
2 u(xi)

2
i=1,n
!

ci = !y !xi



5

★不確かさの評価は型にはまった作業でもなく、純数学的な
ものでもない。不確かさ要因を識別するのは実験者である。 
★かたよりについては、あらかじめ評価できるものは補正す
る。 
★不確かさは小さければ良いという単純なものではない。

統計的考察の前に分析化学的考察を行うべし

「不確かさの見積もりにあたっての考え方



6

★平均値に近いほどＺスコアは小さくなる。
　　　　「多頻度の数値に依存する」
★平均値は’真値’を反映しているという前提がある。
★ばらつきが大きければ（分析値の質が悪ければ）
Zスコアは小さくなる。

溶液　Ｚスコア　Ｎｉ

0

1

2

3

4

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46

累積度数

Ｚ
ス
コ
ア

共同分析における
ｚスコアの一例

　 　｜(測定値）ー（平均値)｜  
　　（母集団の標準偏差）

Ｚスコアに関わる問題

Z =
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Alを約100μg cm-3を含む試料中のNaを原子スペクトル分析により定
量する　ー共同分析結果の一例

AlのマトリックスマッチングがNa定量に及ぼす影響
度数 平均 S.D. C.V.(%)

＜全体＞
ＭＭ有 18 5.94 0.312 5.3
ＭＭ無 37 6.11 0.827 13.5
割合(%) 33
＜AAS＞
　ＭＭ有 6 5.97 0.424 7.1
　ＭＭ無 10 6.16 0.597 9.7
＜Flame-AES＞
　ＭＭ有 3 5.86 0.080 1.4
　ＭＭ無 3 5.76 0.156 2.7
＜ICP-AES＞
　ＭＭ有 9 5.94 0.300 5.0
　ＭＭ無 24 6.13 0.961 15.7

標準溶液に試料と同程度の濃度の主成分元素を添加して干渉を抑える
操作（マトリックスマッチング、MM）が必要である。 
測定対象元素だけを含む標準溶液で検量線を引き、定量する（MM無）
分析者が意外に多い。
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血清を希釈して硝酸酸性水
溶液とした試料の 
HR-ICP-MSスペクトル

63Cu

65Cu

cf.  S.J.Hill ed.,
Inductively Coupled
Plasma Spectrometry and
its Applications,
(CRC Press, 1997),p.190

両同位体共、分子イオンのス
ペクトル干渉を受ける

四重極型ICP-MSでは、希
釈だけで極微量のCuを定
量することは出来ない
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不確かさの見積もりのプロセス



不確かさの見積もりの例

10

「ICP発光分析により試料中の微量金属元素を定量する」 

1）�試料処理 

���秤量、溶解、定容�� 

2）�標準溶液の調製 

���市販標準溶液から段階的に希釈 

3）�ICP発光分析装置を用いた測定 

���標準溶液を測定ー検量線の作成 

���試料溶液の測定ー試料の測定値の算出 



不確かさ：測定の結果に付記される、合理的に測定量に結
び付けられ得る値のばらつきを特徴づけるパラメーター

• 最も簡単な不確かさの見積もり 
独立したサンプリングによるｎ回の分析（n連）
の分析値の平均と標準偏差がそれぞれｘ,σのと
き、数値に偏りがなければ、分析値の不確かさは
以下で与えられる。 

　    分析値： x ± σ/√n

11
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①不確かさ要因の洗い出しと同定　 
★統計的に評価し得るタイプＡと呼ばれる要因（偶然誤差に相当） 
★それ以外により評価されるタイプＢと呼ばれる要因（系統誤差に相当）  

②それぞれの要因（成分）の標準不確かさの算出 
タイプＡ  ：単純にｎ回の繰り返し測定の標準偏差として求められる。また、一つの
母集団から取られたｍ個の試料の平均値の標準偏差は、一つの試料をｎ回測定した
標準偏差（前者）を√ｍで割った値として与えられる。 
タイプＢ  ：信頼性レベルの表示がなく、極端な値があるかもしれない状況下で±ａ
という範囲が与えられていれば、その標準不確かさはａ/√３とする。信頼性レベル
の表示がないが、極端な値がないという理由がある場合は、±ａという範囲が与えら
れていれば、その標準不確かさはａ/√６とする。 
③全ての成分を加味した合成標準不確かさの算出　 
④合成標準不確かさに包含係数を掛けた拡張不確かさの算出
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分布関数

-a a -a a

矩形分布 三角分布

! 

u =
a
3

! 

u =
a
6
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試料処理 
�・試料の秤量；0.5023 g 
 (Aタイプ）無視 
 (Bタイプ）セミミクロ電子天秤の直線性など: 

0.0002 g 
     uC1 = 0.0002/√3=0.00012 
     uC1,r = 0.00012/0.5023=0.00024 

�・酸で溶解後、100 mlに調製 
� 全量（メス）フラスコ使用 
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全量(メス）フラスコ
 100 ml

・Aタイプ；0.05

・ Bタイプ；0.1/√3=0.058

・合成標準不確かさ；

　√(0.052+0.0582) =0.077

・相対合成標準不確かさ；

　u c2,r= 0.077/100 = 0.00077
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• ①ばらつきに関して、測容器で繰り返し(10回以上）純水を
計り取りその質量を測定する。(タイプＡ）　　　　　　　　　　　　　　　
純水の密度より体積に換算し、繰り返し再現性に起因する標
準不確かさを見積もる。　　　　　　　　　　　　 

• 秤量びんに10mlのWP から水を移して秤量したところ10.0435 g �
→10.0435/ 0.99820�(20℃の水の密度）= 10.062 ml��　　　　　　　　　　　　　　 

• ②測容器の公差に起因する標準不確かさを見積もる。          
(タイプＢ）��� 

• ③前二者を加味した合成標準不確かさを算出する。

不確かさ見積もり手順



全量ピペットにおける採取重量の繰り返し測定結果と 
その時の室内温度
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1ml WP 2ml WP 3ml WP 5ml WP 10ml WP 
  

g T /  

 

g T /  

 

g T /  

 

g T /  

 

g T /  

1 0.9973 25.9 2.0062 25.9 2.9938 25.9 4.9753 25.9 9.9645 25.9 

2 0.9981 25.9 2.0084 25.9 2.9828 25.9 4.9758 25.9 9.9570 25.9 

3 0.9973 25.9 2.0065 25.9 2.9882 25.9 4.9691 25.9 9.9585 25.9 

4 0.9984 25.9 2. 0110 25.9 2.9993 25.9 4.9755 25.9 9.9616 25.9 

5 0.9992 25.9 2.0023 25.9 2.9854 25.9 4.9798 25.9 9.9546 25.9 

6 0.9976 25.9 2.0042 25.9 2.9889 25.9 4.9733 25.9 9.9524 25.9 

7 0.9971 25.9 2.0005 25.9 2.9862 25.9 4.9845 25.9 9.9643 25.9 

8 1.0001 25.9 2.0052 25.9 2.9865 25.9 4.9755 25.9 9.9594 25.9 

9 1.0068 25.9 2.0054 25.9 2.9871 25.9 4.9889 25.9 9.9479 25.9 

10 0.9959 25.9 2.0026 25.9 2.9895 25.9 4.9951 25.9 9.9668 25.9 

 



18

全量ピペットの

容積

平均体積 再現性

（ ）

相対標準偏差

（ ）
公差 √

合成標準不確かさ

全量フラスコの

容積と材質

平均体積 再現性

（ ）

相対標準偏差

（ ）
公差 √ 合成標準不確かさ

製

製

測容器の合成不確かさ
Uc =  {u1

2+ u2 / 2}/v
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2) 標準溶液の調製 
・1000 g cm-3の市販金属標準液（国産品は通
常1000± 6 g cm-3と記載, k=2であること
が多いが、ここではそのまま使う） 

�ustd=6/√3=3.5 
  
・ 1000 g cm-3標準液から段階的に希釈して、
0, 0.1, 0.2, 0.4 g cm-3の4つの標準溶液
を調製 
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容器での希釈操作における不確かさ 
 濃度が1000 μgcm-3の標準原液を、検量線作成のために４段階で10,000倍に希釈
したと仮定する。 
 １段階；1000 μgcm-3 ; →  100 μgcm-3 
  (10 cm3のホールピペット／100 cm3のメスフラスコ） 
 ２段階；  100 μgcm-3 ; →      5 μgcm-3 
  (5  cm3のホールピペット／100 cm3のメスフラスコ） 
 ３段階；     5 μgcm-3  ;  →    0.5 μgcm-3 
  (10 cm3のホールピペット／100 cm3のメスフラスコ） 
 ４段階； 0.5 μgcm-3  ; →   0.1 μgcm-3 
  (20 cm3のホールピペット／100 cm3のメスフラスコ）  
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測容器の合成不確かさ 

 　器具　　　　再現性(SD)    　 (公差)／√３　 　　    　　u c (RSD)　　　 
　5 cm3  WP　0.0048    0.015/√3=0.0087　{√(0.00482+0.00872)}/5 
        =0.0020  
  10 cm3 WP    0.012     0.02/√3=0.012       {√(0.0122+0.0122)}/10                 
                    = 0.0017  
  20 cm3 WP    0.03       0.03/√3=0.017        {√(0.032+0.0172)}/20                 
         = 0.0017 
100 cm3 MF　 0.05        0.1/√3=0.058         {√(0.052+0.0582)}/100                 
              = 0.00077 



u c (RSD) =0.0017

全量（ホール） ピペット 
10 ml

全量(メス）フラスコ 
 100 ml

u c (RSD) =0.00077

10ml 採取して100mlにメスアップ → 10倍希釈 
u c (RSD) =√(0.00172+0.000772) = 0.0019

22
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　4段階の希釈により、計10,000倍に希釈したとすれば、 
　 uc = √(0.00192+0.000212+0.00192+0.00192) 　　
　　= 0.0039 (RSD)

各希釈操作における合成不確かさ 

    　 器具　　　　　　　　　　　　　　　　　uc  (RSD)　　　　          

１段階（10倍希釈）；√(0.00172+0.000772) = 0.0019 

２段階（20倍希釈）；√(0.00202+0.000772) = 0.0021 

３段階（10倍希釈）；√(0.00172+0.000772) = 0.0019 

４段階（5倍希釈）  ；√(0.00172+0.0007722) = 0.0019    
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標準溶液調製における相対合成標準不確かさ

0.1 μgcm-3 ；1000 μgcm-3を4段階で希釈

! 

uc3,r =
3.5
1000
" 

# 
$ 

% 

& 
' 
2

+ 0.00392 = 0.0052

0.2, 0.4μgcm-3 ；最も希釈率の高い低濃度溶液
が最も不確かさが大きいと考えられる

→0.0052を標準溶液調製における相対合成標準
不確かさとする

0.1,  0.2, 0.4 mg cm-3のうち、最も希釈率の大きい
低濃度溶液が最も不確かさが大きいと考えられる
→0.0052を標準溶液調製における相対合成標準不
確かさとする



• 被測定物質濃度 x、信号強度 y、 
• 検量線�y=ax +b�（aとbは最小二乗法にて決定） 
• 標準液測定点数n、試料溶液の繰返し測定m回 
• xおよびyの平均値 : xave、yave

25

検量線法による相対分析��

残差標準偏差の平方sy2: 
    sy2=Σ{(axi+b)-yi}2 /(n-2)
通常の検量線法で計算した試料濃度xAに対応する標準不確かさ
u(xA)は 
 u2(xA)=sy2/a2 [1/m + 1/n + (yA-ｙave)2 /a2 Σ(xA-xave)2 ]
一例として、測定値0.254 gcm-3に対して 
u(xA)=uC4=0.0029 gcm-3と計算されたとする。



26

定量値；Cs=0.254x100/0.5023=49.8   µg g-1 
                    µg ml-1            ml             g 
  

故定量値の合成標準不確かさ（相対値）は以下の相対標準不確かさの
合成で見積もることができる。 
①秤量に関する相対標準不確かさ 
������uC1,r = 0.00012/0.5023=0.00024 
②溶解後の定容操作に関する相対標準不確かさ 
������uC2,r = 0.077/100=0.00077 
③標準液に関する相対標準不確かさ 
������uC3,r = 0.0052 
④検量線法による測定に関する相対標準不確かさ 
������uC4,r = 0.0029/0.254＝0.0114

最終的な合成標準不確かさの見積もり
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①②③④の4つの要因を合成して 

   
������uC = 0.013/49.8=0.65 µg g-1

拡張不確かさは、包含係数k=2（95％の信頼性）として 
������U＝ 0.65x 2=1.3 µg g-1

以上より、試料中の金属元素Mの分析値として 

       49.8±1.3 µg g-1 
     =50±1=(5.0±0.1)x101�µg g-1 

と見積もることができた。RSDで表現すると2 %になる。

! 

uc,r = 0.000242 + 0.000772 + 0.00522 + 0.01132 = 0.0124 3



0011 0010 1010 1101 0001 0100 1011• 分析をはじめ、あらゆる計測の際は、測定値の
信頼性をいつも意識する。 

• 正しい化学分析手順を確認してから、不確か
さの見積もりを行う。 

• 数値は一旦提示したら一人歩きする。数値が
もたらす影響力を意識すること。 

• 測定値を元に分析値を提示するのは分析者の
責任である。
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おわりに
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